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第 2章・第 3章・第 4章の記号表
S(l, l′) 分裂反応の速度係数
C(l, l′) 吸着反応の速度係数






























min{a, b} aと bの小さい方








































程式を導出 5, 11, 12, 13)する。次に、クラスターどうしの相互作用を考慮したクラスターダイ
ナミックスモデル 15, 16, 17, 18, 19) について議論をおこない、特別なメカニズムを考慮せずに










との関連について述べている。そのためにまず、非線形偏微分方程式 ut = F (t, x, u, ux, uxx)









方程式の制限を緩め、ut = F (t, x, u, ux, uxx)と表現される方程式の中で、最も代表的な拡散
方程式を考え、方程式の解が具体的にどのような挙動を示すのかを考察した。平均値の定理
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らの研究 1, 2, 3) をはじめとして、現在では相当なところまで現象が解明されている。しかし



















ている。はじめに液滴モデル 4, 6, 7, 8, 9)について述べ、その後Becker-Do¨ring理論 5, 8, 9, 11, 12)
について述べる。
2.2.1 液滴モデル























ε(l) = −δµl + σl 23 (2.2.2)
と表わされる。ε(l)の l依存性は図 2.1 のとおりである。
また (2.2.2)式は以下のことを考慮する必要がある。
1. δµ < 0のとき
クラスター形成エネルギー ε(l)は正となるので、lが増加すると ε(l)は単調に増加する
ため、nlの値は lの増加とともに急激に減少する。
2. δµ > 0のとき
(2.2.2)式の右辺の第 1項 (バルクエネルギー項)と第 2項 (界面エネルギー項)が競合する
ため、さらに以下のことを考慮しなければならない。
(a) lが小さいときは、第 2項が勝って ε(l) > 0、nl > 0となる。
(b) lが大きいときは、第 1項が勝って ε(l) < 0、nl > 0となる。
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また液滴の大きさが臨界サイズ lc ∗ より小さければ消滅してしまうが、臨界サイズ以上の液
滴は成長し、やがて安定相への状態の移行をひきおこす。


























り動力学モデルにまで発展させた核形成理論について述べる 5, 8, 9, 11, 12, 13, 14)。





























サイズ l− 1のクラスターがサイズ lのクラスターになる数から、サイズ lのクラスターから
原子 1個失ったクラスターになる数を引いたものであって、以下の式で表される。
J(l) = a(l − 1)n(l − 1, t)− b(l)n(l, t) (2.2.3)
ここで a(l− 1)は単原子がサイズ l− 1のクラスターに吸着する速度定数を示し、b(l) はサイ
14
ズ lのクラスターから単原子が離脱する速度定数を示している。サイズ lのクラスターからサ
イズ l + 1のクラスターへの成長によるサイズ lのクラスターの個数の減少も考慮に入れると
n(l, t)の変化は以下のようになる。
n(l, t + ∆t)− n(l, t)
∆t
= J(l)− J(l + 1) (2.2.4)
熱平衡状態を考えると、吸着速度と離脱速度が同じになるとすれば、それぞれの隣接する段
階間の流れ J(l)が見かけ上ないように見えるので、J(l) = 0として以下の詳細つりあい原理
が得られる。
a(l − 1)n0(l − 1) = b(l)n0(l) (2.2.5)
平衡状態でのクラスター分布関数 n0(l)は、液滴モデルにより以下の式で表わされる。









ε(l) = −δµl + σl 23 (2.2.7)
15
(2.2.3)式と (2.2.5)式により物質の流れ J(l)は以下のように記述できる。
J(l) = a(l − 1)n0(l − 1)
{
n(l− 1, t)




= −a(l − 1)n0(l− 1) ∂
∂l
{




さらに (2.2.8)式を (2.2.4)式に代入し、クラスター中の原子の数 lを連続変数とみなし、さら
に∆t → 0とすると、クラスター形成の動力学を記述する Fokker-Planck型方程式が得られ





































































































u(l, t) → 0 , l → 0
u(l, t) → 0 , l →∞
(2.2.14)







(l1, 0) = 0 ,
∂2u
∂l2
(l1, 0) < 0 (2.2.15)
となる l = l1を考える (図 2.3参照)と、これは極大値を与えるクラスターサイズとなる (付録
A参照)。そこで極大値を与えるクラスターサイズにおける u(l, t)の値の時間変化を考える。
このとき






















































F (t, l, u(l, t), 0, 0) = 0 (2.2.18)


































) < 0 (2.2.19)
このことから極大値は時間とともに減少することが分かる。また同様な議論により、負の値
を示す極小値は時間とともに増加することを示すことができる。極大値、極小値を与えるク














→ 0 , l →∞ (2.2.20)
ns(l)
n0(l)



























n0(l)は (2.2.6)式で与えられる。(2.2.24)式の積分は n0(l)が最小値を持つ lの範囲、すなわ
ち ε(l)が最大値を持つような lの範囲 (臨界核に近い範囲)の値によって支配される。ε(l)が
最大値 ε(lc)となる lを lcとする。(すなわち臨界核は lc個の原子よりなる。)ここで被積分関
数を lcのまわりでTaylar展開することにより (2.2.24)式を評価することができる。

















= 0 なので (2.2.25)式は













































Beckerと Do¨ringの核形成理論 5, 8, 9, 11, 12, 13, 14) ではクラスターと単原子の吸着・離脱の
みを考慮していたが、実際はクラスターどうしの融合・分裂も考慮するべきである。そこで
Binderと Stauﬀerはこのようなクラスターどうしの反応も考慮したクラスターダイナミック


















C(l − l′, l′)n(l′, t)n(l − l′, t) −
∞∑
l′=1
C(l, l′)n(l, t)n(l′, t) (2.3.1)
(2.3.1)式の右辺の第 1項はサイズ [l + l′]のクラスターの分裂反応 [l + l′]→ [l] + [l′]によるサ
イズ [l]のクラスターの増加を表している。ここで S(l + l′, l)は分裂反応の速度定数である。




るための係数である。第 3項はサイズ [l− l′]と [l′]のクラスターの融合反応 [l− l′] + [l′]→ [l]
によるサイズ [l]のクラスターの増加を表している。ここでC(l, l′)は融合反応の速度定数で





S(l + l′, l′)n0(l + l′) = C(l, l′)n0(l)n0(l′) ≡W (l, l′) (2.3.2)




















W (l − l′, l′)n(l
′, t)
n0(l′)































W (l − l′, l′)n(l
′, t)
n0(l′)




























+W (l− l′, l′)
{
n(l − l′, t)











n0(l±l′) およびW (l − l′, l′)を lのまわりでTaylar展開する。
n(l ± l′, t)





















































論を提唱した。ここではCahnとHilliardの研究について述べる 1, 2, 3, 26, 27, 28, 29)。
2.4.1 不均一系の自由エネルギー
まず不均一系の自由エネルギーについて述べる 1, 28, 29)。
温度・圧力が一定であったと仮定し、自由エネルギー F は、系を構成している組成の濃度
によって決まるものとする。濃度ゆらぎがある系では、濃度 cは位置 xの関数となるので、





自由エネルギー f を系全体で積分したものが、系全体の自由エネルギー汎関数 F である。
ここで f の関数の形を求める。テイラー展開を用いて、濃度とその位置微分による項で展
開する。

































+ · · · (2.4.1)

















































































































































= 0 (i = j)
となる。立方格子を考えているので、(2.4.1)式は次のように表せる。
f(c,∇c,∇2c, · · · ) = f0(c) + k1∇2c + 1
2



































k1 (∇c · n) dS (2.4.4)











































































不均一系の自由エネルギー汎関数 1, 28, 29)を用いてA-B2元系のスピノーダル分解の動力学






+∇J(c, t) = 0 (2.4.8)
となる。(2.4.8)式中の JはB原子の流れである。
Onsagerの不可逆課程の熱力学によると、流れ Jは化学ポテンシャル µの傾きに比例する。




























となる。よって流れ J(c, t)は (2.4.9)式より、
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ここで以下のような変数変換 ((3.2.2)式)をおこない 10) 、Fokker-Planck型方程式を書き換
える。
u(l, t) =















u(l, t) → 0 , l → 0 (3.2.4)





















+ λkn0(l)uk(l) = 0 (3.2.7)
Lは Strum-Liouville演算子であり、uk(l)はLの固有関数、λkはLの固有値である。(3.2.7)
式の境界条件を以下に示す。
uk(l) → 0 , l → 0 (3.2.8)


















Rayleigh-Ritzの変分法 12, 13) により、境界条件を満足し (3.2.7)式の解となる任意の試行関数
utk(l)に対して以下の不等式が成り立つ。









































ε(l) = ε(lc) + πZ
2kBT (l − lc)2 (3.2.13)
よって以下の式が得られる。










































































































































































































uk(l) = 0 (3.2.21)
境界条件を以下に示す。
uk(l) → 0 , l → 0 (3.2.22)
uk(l) → 0 , l →∞ (3.2.23)






∣∣∣∣ < 1 (3.2.24)
である。そのとき 0 < l <∞において以下の関係が得られる。
ut1(l) > 0 (3.2.25)
また
ut1(l) → 0 , l → 0 (3.2.26)
































































= Js − a(l)n0(l)∂u(l, t)
∂l



















u(−1, 0) = 0 (3.2.35)
u(1, 0) = 0 (3.2.36)
この条件はサイズ lが小さいクラスター (l = 0)は平衡分布に近い (n(l, 0) = ns(l))とし、さ
らに大きなクラスターは存在しない (n(l, 0) = 0)ことを意味している。t = 0において大きな
クラスターは存在しないと仮定すると 10, 16)
u(l, 0) = −ns(l)
n0(l)
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て述べる 4, 5, 6)。まず関数 fが点 (x0, y0)において真の極小となるための十分条件について考
える。(詳しくは付録A参照)
fを 2階微分可能で連続な関数 (f ∈ C2(R2)∗)であり、


fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)
fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

が正定
符号であるとする。このとき fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0ならば点 (x0, y0)で f(x, y)は真の極
小値をとる。
ここでは 2階非線形発展方程式の古典解の性質 4, 7, 8) に関して、上で述べた極値問題を用
いて検討をおこなう。
まずはじめに、関数 u(x1, x2, t) ∈ C2(R3)が
ut = F (x1, x2, t, u, ux1 , ux2 , ux1x1, ux2x2), t > 0, x1 ∈ R1, x2 ∈ R1 (4.2.1)
を満たすものとする。ただし、F (x1, x2, t, u, ux1 , ux2 , ux1x1, ux2x2) ∈ C1(R8)であるとする。そ
して F (x1, x2, t, u, ux1 , ux2, ux1x1, ux2x2)は以下の条件 i)、ii)を満たすとする。
i) Fqi(x1, x2, t, u, p1, p2, q1, q2) > 0
† , i = 1, 2
∗Ck(Ω)は Ω上で k回連続微分可能 (すなわち k回までの偏導関数が存在してすべて連続)な関数の全体を
表わす。
†Fq とは F (x, t, u, p, q)(ここで uxを pと uxxを qとおく)の qによる偏導関数を表わす。すなわち Fq = ∂F∂q
を表わす。
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ii) F (x1, x2, t, u, 0, 0, 0, 0) = 0
ここで (4.2.1)の解が条件 i)、ii)のもとでどのような振る舞いをするかについて考える。t = t0
において谷底が存在していたとする。そして




uxx(x, y, t) uxy(x, y, t)
uxy(x, y, t) uyy(x, y, t)

 は I上で正定符号である。すなわち
ux1x1(g1(t), g2(t), t) > 0 , ux2x2(g1(t), g2(t), t) > 0
を満たすような x = g(t) = (g1(t), g2(t))という軌跡を考える。上の議論よりこれは真の極小
値となる。(詳しくは付録A参照)
さて、この軌跡の上で解 u(g1(t), g2(t), t)の値がどのように変化するのかを考える。そのた
めに u(g1(t), g2(t), t)の時間変化を求めてみる。
du(g1(t), g2(t), t)
dt
= ux1(g1(t), g2(t), t)
dg1(t)
dt
+ ux2(g1(t), g2(t), t)
dg2(t)
dt









= Fqi(g1(t), g2(t), t, u(g1(t), g2(t), t), 0, 0, ζ1(t), ζ2(t))ux1x1(g1(t), g2(t), t)
− F (g1(t), g2(t), t, u(g1(t), g2(t), t), 0, 0, 0, 0)ux2x2(g1(t), g2(t), t) (4.2.2)
ここで 0 < ζi(t) < uxixi(g1(t), g2(t), t) , i = 1, 2 である。また (4.2.2)式は条件 i) より
Fqi(g1(t), g2(t), t, u(g1(t), g2(t), t), 0, 0, ζ1(t), ζ2(t)) > 0 , i = 1, 2であり、2次対称行列が正









































































このとき l = g(t)(図 4.1参照)において n(l, t)は極小値をとる。(詳しくは付録A参照) ここ
で l = lcにおける n(l, t)の時間変化に注目する。このときG
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Gq (t, l, n(l, t), p, q) = a(l) > 0 (4.3.6)
G (t, l, n(l, t), 0, 0) = 0 (4.3.7)
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ため、現在では実験による研究 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)だけではなく、計算機シミュレーションを用
いた研究 9, 10, 11)もおこなわれている。
本研究では、従来 2元合金を対象としていた計算機シミュレーションモデル 10)を多元系化



















+∇Ji (−→x , t) = 0 (5.2.2)
ここでJi (











を自由エネルギー汎関数 f の濃度 ui (
−→x , t)による汎関数微分で定義する。
µi (
−→x , t) = δf
δui
(5.2.4)
∗Onsagerの非平衡熱力学によれば、拡散流 Ji (−→x , t)は熱力学的力 −∇µiT に比例する 13)。ここでは温度 T
は一定と考えている。
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f0 = fFe(1− uCr − uMo) + fCruCr + fMouMo
+ΩFeCruCr(1− uCr − uMo) + ΩFeMouMo(1− uCr − uMo) + ΩCrMouCruMo
+RT [(1− uCr − uMo) ln(1 − uCr − uMo) + uCr lnuCr + uMo ln uMo] (5.2.12)
ここでRは気体定数、T は絶対温度、ΩFeCr,ΩFeMo と ΩCrMo は相互作用パラメータであり、




2ΩFeCr − 4RT (5.2.13)
MMo =
DMo



























































図 5.5: Fe-40at.%Cr-3at.%Mo3元合金を 800Kで時効した場合におけるMo-rich相の時間発展
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こなう 21, 22, 23)。
5.4.1 発展方程式の古典解の性質
まず ut = F (t, x, u, ux, uxx)と表現される方程式の中で最も代表的なものとして、いわゆる
拡散方程式
ut = Duxx , D > 0 (5.4.1)






ut = F (t, u, ux, uxx) , x ∈ R1 , t > 0 (5.4.2)
F (t, u, p, q) ∈ C1(R4)
i) Fq(t, u, p, q) > 0
ii) F (t, u, 0, 0) = 0
さて条件 i)は拡散方程式の右辺を uxxによって微分したとき、それが正となるという事実に
対応する。また、条件 ii)は拡散方程式の右辺は uxx = 0のときゼロであるという事実の一般
化である。はじめに一般化された拡散方程式 (5.4.2)式の解は条件 i)と ii)のもとでどのよう
な振る舞いをするのかを考える。この方程式 (5.4.2)式の開曲面 u(x, t)の中に t = t0におい
て図 5.7のような山と谷が存在しているものとする。これらの山と谷が時間とともにどのよ
うに変化するのかについて検討する。今、山頂の軌跡を x = g(t), t  t0とする。この軌跡の






+ ut(g(t), t) (5.4.3)
= F (t, u(g(t), t), ux(g(t), t), uxx(g(t), t)) (5.4.4)














となって、山頂は時間とともに低くなっていくことがわかる。さらに谷底 bの x, t平面内に

























ut + a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) , x ∈ R1 , t > 0 (5.4.9)
の解の性質について検討する 21, 22, 23)。ここで a(x, t) < 0, c(x, t) ∈ C0(R2), f(x, t) ∈ C0(R2)
とする。今、x− t平面内の 1点 (ξ, τ)を固定して、図 5.8のような領域Ωを考える。方程式の
解 u(x, t)のこの領域Ωの境界 γ上における値やあらかじめ与えられている係数 c(x, t), f(x, t)
などの値を用いて、点 (ξ, τ)における解の値 u(ξ, τ)を上下から評価する。図 5.8の点 (ξ, τ)を
含むところの開線分 l = {(x, t) ∈ R2; a < x < b}は領域Ωに含まれるものとし、境界 γは領
域Ωに含まれないものとする。また点 (a, τ), (b, τ)は γの点である。ここで係数 c(x, t)はR2
の有界閉集合Ω∪ γ上の連続関数だから最小値をとる。点 (x, t) ∈ Ωにおいて常に以下の関係
min
(x,t)∈Ω∪γ







となるようにひとつ定める。この非負の数 λと解 u(x, t)を用いて新たな関数 v(x, t)を以下の
ようにして導入する。
v(x, t) = e−λtu(x, t) (5.4.12)
この v(x, t)を (5.4.9)式に代入すると以下の式を得る。
vt + a(x, t)vxx + b(x, t)vx + (c(x, t) + λ)v = f(x, t)e
−λt (5.4.13)
v(x, t)は有界閉集合Ω ∪ γ上の連続関数であるから、Ω ∪ γのなんらかの点で最大値をとる。
その点を (x, t)とする。(x, t)はΩの点であるか γの点であるかいずれかである。
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図 5.8: x− t平面内の有界領域Ω
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1. (x, t) ∈ Ωとなる場合
まず点 (x, t)がΩの内点である場合について考える。(図 5.9参照)この場合には点 (x, t)
において関数 v(x, t)は極大をもつから
vx(x, t) = 0 (5.4.14)
vxx(x, t)  0 (5.4.15)
vt(x, t) = 0 (5.4.16)
となっている。次に (x, t) ∈ lとなる場合 (図 5.10参照)には、(5.4.16)式は vt(x, t)  0
と書きかえなければならない。故に (x, t) ∈ Ωとなる場合には、図 5.9、図 5.10いずれに
おいても方程式
vt(x, t) + a(x, t)vxx(x, t) + b(x, t)vx(x, t) + (c(x, t) + λ)v(x, t) = f(x, t)e
−λt (5.4.17)
から
(c(x, t) + λ)v(x, t)  f(x, t)e−λt (5.4.18)
なる不等式が得られる。(x, t)はΩ∪γにおける v(x, t)の最大値を与える点であったから、
v(ξ, τ)  v(x, t)  f(x, t)e
−λt








c(x, t) + λ
(5.4.20)
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であるから v(x, t)を u(x, t)に戻すことによって
u(ξ, τ)  sup
(x,t)∈Ω
f(x, t)eλ(τ−t)











図 5.9: x− t平面内の有界領域Ω，点 (x, t)は領域Ωの内点
79







図 5.10: x− t平面内の有界領域Ω，点 (x, t)は l上の点
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2. (x, t) ∈ γとなる場合 (図 5.11参照)

























となる。同様にして v(ξ, τ)のΩ∪ γ上の最小値を考えると、u(ξ, τ)に対する下からの評
価を得る。











ただし、ここでmax{a, b}なる記号は a, bのうちで大きいほうを指し、min{a, b}なる記
号は a, bのうちで小さいほうを指す。
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図 5.11: x− t平面内の有界領域Ω，点 (x, t)は γ上の点
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5.4.3 ux(ξ, τ )の評価，山の分岐
線形方程式 (5.4.9)式の解に対する評価 (5.4.24)式、(5.4.25)式を用いることにより、非線
形方程式 (5.4.2)の解の幾何学的特性について議論をおこなう 21, 22, 23)。
今、非線形方程式 (5.4.2)式の解が時刻 t = t0において図 5.12のような山を持ち、その山が
時間の経過とともに 1点 pからふたつの山に分岐したとする。そのとき新たに出現した谷底
p1の軌跡は図 5.13の γ1を描き、一方新たに出現した山の山頂 p2の軌跡は γ2を描くとする。
軌跡 γi(i = 1, 2)は ux(x, t) = 0, (x, t) ∈ γiによってそれぞれ特徴付けられている。(5.4.2)式
を xで微分すると以下のようになる。
uxt − Fq(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t))uxxx
−Fp(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t))uxx
−Fu(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t))ux = 0 (5.4.26)
これは関数 ux(x, t)に関する線形方程式である。5.4.1の条件 i)から
Fq(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) > 0 (5.4.27)
であるから、(5.4.9)式の係数 a(x, t)の符号に関する条件を満足していることになる。
また 5.4.1における F ∈ C1なる条件は、連続な u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)に対しては

































図 5.13: Ωの閉包= Ω ∪ γ, γ = γ1 ∪ γ2
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すなわち、なんらかの値 λ  0により、
inf
(x,t)∈Ω
−Fu(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) > −λ (5.4.28)
とできる。そこで ux(x, t)に関する線形方程式 (5.4.9)式の解に対して、図 5.13の領域Ωにお
いて最大値原理 (5.4.24)式、(5.4.25)式をそれぞれ適用すると、(5.4.26)式の右辺 f(x, t)は 0
であるから以下を得る。














−Fu(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) + λ, sup(x,t)∈γ 0× e
λ(τ−t)
}
= max{0, 0} = 0 (5.4.29)













−Fu(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) + λ, inf(x,t)∈γ 0× e
λ(τ−t)
}
= min{0, 0} = 0 (5.4.30)
したがって
ux(ξ, τ) = 0 (5.4.31)








5.4.4 Fq(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) < 0の場合
さらに Fq(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) < 0の場合には 5.4.1、5.4.2、5.4.3の議論と平行な議
論を方程式 (5.4.1)における条件 i)を Fq(t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t)) < 0に変えた場合におこ
なうことができる 21, 22, 23)。
まず山頂の高さの変化に関しては、時間とともに解u(x, t)にある山の山頂の高さは増大し、
一方谷の谷底は深くなることがわかる。すなわち 5.4.1と全く逆の現象が起こる。次に最大
値原理について検討する。これまでは線形方程式 (5.4.9)式において係数 a(x, t)を負としてい
たが、これ以降係数 a(x, t)は正として考える。c(x, t), f(x, t)は再び連続として、図 5.8のか
わりに図 5.14のような領域 Ωを考える。すなわち開線分 lが下にくるような領域を考える。
l ⊂ Ωおよび γの点はΩに属さないことは前の議論と同様とする。係数 c(x, t)のΩにおける
上界 λ  0をひとつとって以下のようにする。
sup
(x,t)∈Ω






















































1. D˜ > 0のとき、谷が埋まってふたつの山の合体が促され、山の高さも低くなることから
全体として平滑化していくことが示された。







次に (5.5.2)式を用いて数値シミュレーションをおこなった結果を図 5.15と図 5.16に示す。
D˜ > 0のとき、時間が経過するとともに全体として濃度プロファイルは平滑化し、さらにふ
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た。ここでは極値問題について詳しく述べることにする 1, 2, 3, 4, 5)。
領域R2内で定義された関数 z = f(x, y)が 2階微分可能で連続であるとする。このとき
fが点 (x0, y0)で極小 (真の極小でもよい)となるための必要条件は、fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0
かつ ∀(h, k) ∈ R2において fxx(x0, y0)h2 + 2fxy(x0, y0)hk + fyy(x0, y0)k2  0が成り立つこと
である。
[証明]
h ∈ R1, k ∈ R1を固定する。Taylarの定理から ∀t ∈ R1に対して 0 < ∃θ < 1 s.t.





(th)2fxx(x0 + θth, y0 + θtk) + 2(th)(tk)fxy(x0 + θth, y0 + θtk) + (tk)
2fyy(x0 + θth, y0 + θtk)
]
となる。ここで点 (x0, y0)はそれぞれ x方向 y方向でも極小を与える点だから
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fx(x0, y0) = 0 , fy(x0, y0) = 0でなければならない。よって





(th)2fxx(x0 + θth, y0 + θtk) + 2(th)(tk)fxy(x0 + θth, y0 + θtk) + (tk)
2fyy(x0 + θth, y0 + θtk)
]




(th)2fxx(x0 + θth, y0 + θtk) + 2(th)(tk)fxy(x0 + θth, y0 + θtk) + (tk)
2fyy(x0 + θth, y0 + θtk)
]
 0
0  h2fxx(x0 + θth, y0 + θtk) + 2hkfxy(x0 + θth, y0 + θtk) + k2fyy(x0 + θth, y0 + θtk) = F (t)
なる関数は t = 0で連続となる。ゆえに目的の結果を得る。
次に 2変数関数の極小・極大の十分条件について考える。2変数関数の極小・極大の十分条
件を示すにあたり、以下の [補題 1]、[補題 2]を用意する。
[補題 1]
pを以下に示すようなR1からR1への写像とする。
p : R1 −−−→ R1
∈ ∈
x −−−→ ax2 + bx + c , a > 0
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このときD = b2 − 4ac < 0ならば ∀t ∈ R1に対して、p(x) > 0となる。また逆も成り立つ。
[証明]









となりD = b2 − 4ac < 0ならば ∀x ∈ R1に対して p(x) > 0となる。
また、例えば x = − b
2a
とすると p(x) = − b2−4ac
4a




p : R1 −−−→ R1
∈ ∈
x −−−→ ax2 + bx + c , a > 0






 , detA = a11a22 − a212









1. x1 = 1, x2 = 0とおくと a11 > 0
x1 = 0, x2 = 1とおくと a22 > 0
2. x2 = 1とおくと a11x21 + 2a12x1x2 + a22x
2
2 > 0となり detA = a11a22 − a212であるから
detA > 0となる。
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a11 > 0,detA > 0は 2次対称行列Aが正定符号であるための必要十分条件であることを以下
に示す。
[証明]
(⇐=) 前の 1 , 2に示したとおりである。
(=⇒) ∀(x1, x2) = (0, 0)なので、一般性を失わず x2 = 0とする。ここで x1 を変数とみ
て、それが R1を動くとき a11x21 + 2a12x1x2 + a22x
2
2は仮定 detA = a11a22 − a212 > 0、そし
て 4a11a22 − 4a212 = −D > 0であるからD < 0となり、a11 > 0であるので [補題 1]から
a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x
2
2 > 0となる。故に 2次対称行列Aは正定符号である。
fをR2からR1への写像とする。このとき f(x1, x2) = a11x21 + 2a12x1x2 + a22x
2
2 , a11 = 0
の連続性について議論する。






α = |a11|+ 2|a12|+ |a22| = 0
β = 2[|a11x1|+ |a12|(|x1|+ |x2|) + |a22x2|]
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|f(x1 + δ1, x2 + δ2)− f(x1, x2)|
= |a11(x1 + δ1)2 + 2a12(x1 + δ1)(x2 + δ2) + a22(x2 + δ2)2 − a11x21 − 2a12x1x2 − a22x22|
= |2a11δ1x1 + a11δ21 + 2a12δ2x1 + 2a12δ1x2 + 2a12δ1δ2 + 2a22δ2x2 + a22δ22|
 |2a11δ1x1|+ |a11|δ21 + |2a12| [|δ2x1|+ |δ1x2|+ |δ1δ2|] + |2a22δ2x2|+ |a22|δ22
< |2a11x1|δ + |a11|δ2 + |2a12|
[|x1|δ + |x2|δ + δ2]+ |2a22x2|δ + |a22|δ2
= [|a11|+ 2|a12|+ |a22|] δ2 + [|2a11x1|+ |2a12|(|x1|+ |x2|) + |2a22x2|] δ2
= αδ2 + βδ
= ε










∀(x1, x2) ∈ R2に対して ∃c > 0 s.t. a11x21 + 2a12x1x2 + a22x22  c(x21 + x22)
ここで cは (x1, x2)に依存しないものとする。
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[証明]
(⇐=) ∀(x1, x2) = (0, 0)に対して a11x21 +2a12x1x2 + a22x22 > 0となっているから、2次対称
行列Aが正定符号となることは明らかである。




2 = 1}を平面R2内の compact集合であり、f(x1, x2) =
a11x
2




る。f は S1上で常に正だから (S1は点 (0, 0)を含んでいないから)、この最小値は正となる。













































さて関数 f が点 (x0, y0)において真の極小となるための十分条件について考える。
まず f を 2階微分可能で連続な関数 (f ∈ C2(R2))であり、


fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)
fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

が
正定符号であるとする。このとき fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0ならば点 (x0, y0)で f(x, y)は真
の極小値をとる。
[証明]
(0, 0) = ∀(h, k) ∈ R2
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Taylarの定理により
0 < ∃θ < 1 s.t.





h2fxx(x0 + θh, y0 + θk) + 2hkfxy(x0 + θh, y0 + θk) + k
2fyy(x0 + θh, y0 + θk)
]
fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0であるから





h2fxx(x0 + θh, y0 + θk) + 2hkfxy(x0 + θh, y0 + θk) + k












h2fxx(x0, y0) + 2hkfxy(x0, y0) + k
2fyy(x0, y0) + h




A(h, k) = h2fxx(x0, y0) + 2hkfxy(x0, y0) + k
2fyy(x0, y0) > 0
である。そして
B(h, k) = h2ε1(h, k) + 2hkε2(h, k) + k
2ε3(h, k)
と置くと、
f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = 1
2











f ∈ C2(R2)なので fxx, fxy, fyyは点 (x0, y0)で連続である。故に
∀ε > 0 , ∃δ > 0 s.t. √h2 + k2 < δに対して |ε1| < ε , |ε2| < ε , |ε3| < ε
とできる。一方
|B(h, k)| = |h2ε1(h, k) + 2hkε2(h, k) + k2ε3(h, k)|
 ε|h2 + 2hk + k2|
 2ε(h2 + k2)









→ 0 (|h|, |k| → 0)




fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)
fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

が正定符号であるとき fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0
ならば点 (x0, y0)で f(x, y)は真の極小値をとることが示せた。
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合にはどのようになるのかを考えてみる 1, 2, 3)。
以下のような 1階線形方程式を考える。






の状況に関しては評価 (5.4.24)式、(5.4.25)式が、一方図 5.14の状況に関しては評価 (5.4.33)、
(5.4.34)がそれぞれそのまま成り立つことがわかる。そこで ut = F (t, u, ux) , F (t, u, ux) ∈
C1(R3)の両辺を xで微分して ux(x, t)に関する線形方程式
uxt − Fp(t, u(x, t), ux(x, t))uxx − Fu(t, u(x, t), ux(x, t))ux = 0
を得れば、(5.4.24)式、(5.4.25)式からひとつの山の分岐が、一方 (5.4.33)式、(5.4.34)式か
らふたつの山の合体がそれぞれ決して起こらないことが理解される。5.4.3、5.4.4において述
べたひとつの山の分岐やふたつの山の合体は、ut = F (t, u, ux)の解に関してはいずれもおこ
らないことがわかる。これは ut = F (t, u, ux)の解の著しい特徴である。
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